
第 3章 行列式

1 行列式の定義

□ (pl,・ …,Pη ):1か らηまでの自然数が重複なく横一列に並んでいる順列 .γしを 長 さ とい う.

□ 長 さ 2の順列 :(1,2),(2,1)の 2通 り
,

長 さ 3の順列 :(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2),(1,3,2),(3,2,1),(2,1,3)の 6通 り.

□ づ<ノ かつ p2>pJな ら,pり と Pプ に 転倒がある とい う。

(pl,。 …,p絶 )における転倒の総数を 転倒数 とい う.

□ 転倒数が偶数な ら偶順列,転倒数が奇数なら奇順列 とい う.

□ σ=(pl,・ …,pη )における転倒数 を γとする。 この とき,sgnσ =(-1)γ を順列 σにおける

符号 と呼ぶ。

η=2の とき,

σ=(1,2), 転倒数 0, sgnσ =1
σ=(2,1), 転倒数 1, sgnσ =-1

7し =3の とき,

σ 転倒 している個所 転倒数 sgnσ

(1,2,3) な し 0

(2,3,1) 2-1,3-1 2

(3,1,2) 3-1,3-2 2

(1,3,2) 3-2 -1

(3,2,1) 3-2,3-1,2-1 3 -1

(2,1,3) 2-1 -1
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□ 五∈Lhtη
,η (R)を

とおく。このとき

det(■ )=|ス |=

を ■の 行列式 とい う。

例題 5

■ η=2の とき ,

αll

α電1

σl=(1,2)←→ σl=

転倒数 は 0よ り, sgn

σl=(2,1)←→ σl=

転倒数 は 1よ り,sgn

従 って ,

det(■ )=|五 |=
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Sg11(σ )α lσ (1)α 2σ (2)0… αησ(71)∈
R

σ:{1,一 ・,η }Llσ )

全ての置換
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det(■ )=IAI=

α]_l α12 α13

α21  α22  α23

α31  α32  α33

Sgn(σ )α lσ (1)

σ:{1,2,3}llσ )

全ての置換

=二 αll α22α 32~十 α12α23α 3]¨十α13α 21α32

=1である。αlσ l(1)α 2σ l(2)=α llα22である。

=-1である。αlσ l(1)α 2σl(2)=α 12a21で ある。

Sgn(σ )α lσ (1)α 2σ (2)=α ll α22~α 12α 21

α2σ (2)α 3σ (3)

-1)0

-1)1

αll α12

α21  α22

■ 7し =3の とき,

σ σl=(1,2,3) σ2=(2,3,1) σ3=(3,1,2) σ4=(1,3,2) σ5=(3,2,1) σ6=(2,1,3)
転倒数 0 2 2 3

Sgn(σ
) -1 -1 -1

σl(1)=1

σl(2)=2

σl(3)=3

↓

αll α22 α33

σ2(1)=2
σ2(2)=3
σ2(3)=1

↓

α12α 23α 31

σ3(1)=3
σ3(2)=1
σ3(3)=2

↓

α13α 21α 32

σ4(1)=1
σ4(2)=3
σ4(3)=2

↓

αll α23α32

σ5(1)=3
σ5(2)=2
σ5(3)=1

↓

α13α22α31

σ6(1)=2
σ6(2)=1
σ6(3)=3

↓

α12α21α 33
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例題 6

の detス は αllα 22・ …αηηであるこ

である。
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2 行列式の基本的性質

行列式の性質
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全ての置換

十 Σ Sgnけ )α l∝ 1)α 2σ②…α叛の
|_σ )σ:{1,… 。,72}

全ての置換
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Pηィ

特に ,

αを1  ・…  αを電

αη1  0・ ・  αηη

Prθげ η文字の置換 σに対してγ=σ (づ ,プ )

7(づ )=σ (.グ ),7(プ )=σ (づ )

である。σが置換全体を動 くと,7も 置換全

LHS= Σ sg=→αlば 1)α 2σ②…←%σO)…αηぼ→
σ:{1,・ …,電 }Lの

全ての置換

=C Σ Sgn← )α lべ 1)α2a121… %σo…αη∝→
σ:(1,… .,2}Lの

全ての置換

=RHS

αl1  00・  αlη

αJl  ・・・  αブη

αを1  … O  αづη

α21  ・00  αηη

αll  ・…  αlη

αづ1  0・ ・  αづη

□

(2)

=0。

き ,

≠j,プ
)

LHS= Σ sgЦσ)α lズ→…αゴσO… %σO…α2σ0
σ:{1,_.,7し }llσ )

全 での置換

= Σ (一 Sg<→ )αЦl)… .αJ70… %τO…αητ0
r:{1,・ …,γし}[1(ア )

全ての置換

=一  Σ SgЦ→αlく⇒…%τO…αブγO…αη70
σ:{1,・ …,7ι }Lの

全ての置換

=RHS
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□

基本行列 pバ c),Pづブ,pヴ (C)を使って行列式の性質「 珂を書き直す。

∀A∈ nat2,η (R)と づ
~る

。

III]

(1)lpづ (C)ス |=CIス |,

(2)レをグス|=― IAIフ

(3)レづプ(C)五 |=|スト

となる。五=Eと おくと例題 6を使うと

(1′ )lpバ C)|=C,

(2′ )レづJI=-1,

(3′ )lpづグ(C)|=1.

（３



今,P∈ {pバ C),pづゴ(C),pヴ }と すると,(1),(2),(3)を使うと

IPAI=IP‖AI                   (11)

が成 り立つ。そこで,Pl,め ,… 。,島 を基本行列 とすると

IPIPF2… ・島 ス |=IPl‖ P2… ・島 ス
|

=1島 ‖Pr21..・ 1島 ||五 |

が成 り立つ。定理 6よ り正則行列 Pは基本行列の積で表 されていたか ら

|_PAI=IP‖ス
| (12)

が成り立つ。

定理 8∀A∈ Mttη爆(R)が 正則行列 ⇔ det(■ )≠ 0・

P"げ 3を スの行基本変形による簡約化行列とする。すなわち,B=Pス を満たす正則行列 P
が存在する。(12)よ り

IBI=IP‖スト

□ → 向きの証明 :

ス が正則行列であるとする。定理 6(正則行列の判定条件)を使 うと,B=E(単 位行列 )

である。例題 6を使 うと 1到 =1であるから,det(■ )≠ 0を得る。

□ ← 向きの証明 :

背理法で証明する。定理 6(正則行列の判定条件)を使 うと

ス が正貝J行列でない → ス の簡約化行列は Eでない。

簡約化行列が Eでないなら rarlk(■ )<γしである。ということは,3の 少なくとt)1行は

0行である。行列式の性質「珂(1)で C=0とおくと,detB=0である。1到 =IPII五 |よ り
detス =0で ある。何が証明できたかとい うと,

ス が正貝1行列でない →  detA=0

である。 この対偶をとると

detス ≠0 → スが正則行列である。

□

定理 9(行列の積 の行列式)∀■,3∈ Mttη爆(R)に対 して
|ノ
4BI=|ス |IBIが成 り立つ。

Pηげ θ を スの簡約化行列とするのすなわち,θ =PAを 満たす正貝J行列 Pが存在する。→

ス=P~lσ.こ のとき,(12)を使うとIA到 =IP~lθBI=IP~111θBIが成り立つ。

ロ スが正則行列とする。このとき,θ =E,P~1=■ であるから,IA到 =|ス‖BIと なる。

ロ スが正貝J布げJと する。定理8よ りdetス =0。 このとき,定理6よ リスに少なくとも1つの

0行が存在 → 行列の掛け算より243に 0行が存在 → 行列式の性質「 司(1)よ り |五到 =0
を得る。
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いずれの場合も |ス BI=IAII到 が成 り立つ。

定理 10(転置の行列式)∀ス∈Mttηρ(R)に 対して |ス
TI=IAIが成り立つ。

P知げ  □ 五が正則行列なら,定理 7よ り

ス =Pl… .局

と表 される。但 し,Pl,… .,島 は基本行列である。

|五
TI=llPl…・島/1=|イ…。P『 |=IPFI… .IPFト

Pづ (C),島プは対称行列より
lpづ (c)=レ (C)TI,1島 JI=レ霧|である。pづプ(C)7'=均 J(C)よ り

lftグ (C)7・ |=1島づ(C)|=1=1島 J(C)|で ある。これらを使 うと,これより

|イ |… イ
・
|=1島 |・ ・・1員 |=1島 |…・1島 |=IPl… 島 |=|五 |

を得る。

ロ スが正則行列でないなら,■Tも正則行列でない。従って,1川 =|五
TI=0を

得る。

□

□

αl1 0 。…  0
α21  α22  ・・・  α2η

α21  α22  ・・・  αηη

=α ll

=α ll

= Σ Sgn")α l∝⊃α2σo…αησ0
σ:{1,… ・,η }llの

全 ての置換

Sgn(σ
′
)α 2σ (2)…

。αησ(2)
′:{2,...,γι}11の

全ての置換

α22  ・・ O  α22

αγι2  ・ 00  αηη


